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1. Введение Пусть на вероятностном пространстве (E, F, P) заданы две после-
довательности независимых и одинаково распределенных случайных величин
{ } 10i i

∞
=τ >  и { } 1i i

∞
=γ ; Mγi = a. С этими последовательностями свяжем случайный

процесс {Y(t), t ≥ 0}, определяемый следующим образом:

а) Y(0) = x > 0; пусть 
1

n

n i
i

t
=

= τ∑ , t0 = 0, тогда при tn-1 < t < tn

Y(t) = [Y(tn) – (t – tn)]+;
б) Yn = Y(tn) = fn(Y(tn) – 0), где b+ = max(b,0) – положительная часть числа b, а

функция fn допускает представление
fn = [x + γnφ(x)]+ ,

при этом φ(0) = 0, φ(x) возрастает и выпукла при x > 0. Кроме того,
( )lim

x
x

→∞
ϕ = ∞ ,

( )lim 0
x

x
x→∞

ϕ
= , φ(x) = 0, x ≤ 0.

Момент времени τ = min{t: Y(t) = 0} назовем моментом поглощения, а вероят-
ность g(x) = P(τ < ∞ | Y(0) = x) – вероятностью поглощения. Обозначим через

f (n)(x) = f (n)(x, γ1, γ2,…, γn)
суперпозицию функций f1, f2,…, fn. Процессы похожего типа рассмотрены в рабо-
тах [1 – 4] и могут рассматриваться в качестве математических моделей в различ-
ных задачах прикладного характера наряду с ветвящимися и пуассоновскими
процессами.

2. Вспомогательные утверждения

Утверждение 1. Если γ1 < 0, то

( ) ( )1
1 1 1

f x
Y f x

x
≤ − τ , (*)

Y1 ≥ f1(x) – τ1.
Доказательство. Ограничимся доказательством первого из двух неравенств.

Если τ1 > x, то (*), очевидно, выполняется. Если же τ1 < x, то рассмотрим два слу-
чая. В первом случае:

Y1 = f1(x – τ1) = (x – τ1) + γ1φ(x – τ1) > 0.
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Далее, нетрудно установить, что функция φ(x)/x убывает при x ≥ 0, поэтому
выполнено

( ) ( ) ( )1

1

x x x
x

ϕ ϕ − ϕ − τ
≥

τ
.

Отсюда получаем последовательно
( ) ( ) ( )( )1

1 1 1
x

x x
x

γ ϕ⎛ ⎞τ − ≥ −γ ϕ − ϕ − τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

;

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 11

f x
x x

x
⎛ ⎞τ − ≥ −γ ϕ − ϕ − τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Прибавим x к обеим частям последнего неравенства и найдем

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

f x
Y x x x x

x
= − τ + γ ϕ − τ < + γ − τ ,

что эквивалентно (*).
В случае, когда (x – τ1) + γ1φ(x – τ1) ≤ 0, имеем Y1 = 0, f1(x) ≥ 0 и (*), с очевидно-

стью, выполняется.
Утверждение 2. Если γ1 > 0 и γ2 < 0, то

f (2)(x, γ1, γ2) ≥ f (2)(x, γ2, γ1),
Y2 = Y(x, γ1, γ2) ≥ Y(x, γ2, γ1). (**)

Доказательство. Докажем (**) – второе из сформулированных неравенств.
Оно, очевидно, верно, если τ1 ≥ x или τ2 ≥ (x – τ1) + γ2φ(x – τ1). Если эти неравенст-
ва не выполнены, то, в частности, τ1 + τ2 < x.

Неравенство (**) будет доказано, если установим
γ1(φ(x – τ1) – φ(x – τ1 – τ2 + γ2φ(x – τ1))) ≥
≥ – γ2(φ(x – τ1 – τ2 + γ1φ(x – τ1)) – φ(x – τ1)).

Последнее неравенство следует из следующего неравенства:
γ1(φ(x – τ1

 – τ2) – φ(x – τ1
 – τ2

 + γ2φ(x – τ1))) ≥
≥ – γ2(φ(x – τ1

 – τ2
 + γ1φ(x – τ1)) – φ(x – τ1– τ2)).

Оно справедливо, ибо по теореме о среднем
– γ1 γ2φ(x – τ1)φ'(θ1) ≥ – γ1 γ2φ(x – τ1)φ'(θ2),

θ1 < x – τ1 – τ2 < θ2.

3. Основные результаты

В этом разделе мы сформулируем основные результаты, доказательство кото-
рых основано на приведенных выше утверждениях. При этом потребуем выпол-
нение условия

(А): существует число 0 < p < 1, такое, что функция ( ) ( )
p
x

h x
x

ϕ
=  убывает при

достаточно больших x.
При выполнении условия (А) справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть Mγ1 = a > 0, 
1

n

n i
i

S
=

= γ∑ , тогда
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( )

( )( )
1 2, , , ,

1lim lim 1 1
n

nf x

nx n
x

dtP S
t

γ γ γ
−

→∞ →∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ = =
⎜ ⎟ϕ
⎝ ⎠

∫
…

.

Теорема 2. Пусть Mγ1 = a > 0; ряд ( ) ( )( )
1

,1,1, ,1n
n

n
P f x

∞

=
τ >∑ …  сходится тогда

и только тогда, когда ( )lim 0
x

g x
→∞

= .

Доказательство теоремы 1. Введем следующие обозначения:

( )
1

n

n i
i

S +
+

=
= γ∑ , ( )

1

n

n i
i

S −
−

=
= γ∑ , ( )M ib += γ , ( )M ic −− = γ , a b c= − ,

( ) ( ) ( ) ( )( )1, , ,n
n nf x f x+ + += γ γ… , ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , ,n

n nf x f x− − −= γ γ… .
С учетом введенных обозначений и утверждения 2, имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )n n nf x f f x+ −≥ . (1)

Определим последовательности { }1kx ∞  и { }1kn ∞  следующим образом:

x0 = x > 0,  n0 = δx0 / φ(x0),  ( )1 kk n kx f x+ = ,   

nk = δxk / φ(xk),  N0 = 0,  Nk+1 = Nk + nk.
Здесь и в дальнейшем большие числа, в случае необходимости, будем считать

целыми и условие (А) выполненным при всех х. Через B(ε, x) обозначим множест-
во, на котором выполняется

0

0

, ,

, .

n

n

S bn n n n

S cn n n n

+

−

− < ε ⋅ >

+ < ε ⋅ >
(2)

Очевидно, что
( )lim , 1

x
B x

→∞
ε = (3)

при фиксированном ε > 0. Покажем, что при подходящем подборе чисел ε, δ > 0,
на множестве B(ε, x) выполняется

xk+1 ≥ xk(1+δ1), δ1 = aδ/2. (4)
Доказательство проведем по индукции. Согласно (2),

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 12k

k k

n
k k k N N k k k kf x x x S S x x n c N

+

− −
− +≥ − ϕ − + ≥ − ϕ + ε ≥

( )( ) ( )2 2k k k k k k kx n x c z x x c z≥ − ϕ + ε = − δ + ε .
Далее,

( )
( ) ( )

( )
( )

1
11 1

11
1 1 1

1 1
p

pk k k k k
p

k k k kk

xn x x h x
n x x h xx

−
−− −

−
− − −

ϕ
= ⋅ = ⋅ ≥ + δ = + α

ϕ
, α > 0.

Поэтому

( )1

0

11 nk
k

k n

N
z z

n

∞
−+

=

+ α
≤ ≤ + α = =

α∑
и, окончательно,

( ) ( ) ( )21 2 1
kn k k kf x x c z x− ≥ − δ − δε = − δ .
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Затем, согласно (1),
( ) ( )

( ) ( )
( )( )1

n nk kkn
k k kx f x f f x+ + −= ≥ ≥

( ) ( )( )( )12 21 1
k kk k N Nx x S S

+

+ +≥ − δ + ϕ − δ − ≥

( ) ( )( ) ( )2 21 1 2k k kx x n b z≥ − δ + ϕ − δ − ε =

( ) ( )( )
( )

( )2 21 1 2k
k k

k

x
x x b z

x
= − δ + δϕ − δ ⋅ ⋅ − ε ≥

ϕ

( ) ( ) ( )2 21 1 2k kx x b z≥ − δ + δ − δ − ε =

( )( )1 2 1 2 1
2k k
ax c z b z x δ⎛ ⎞= − δ − δε + δ − ε ≥ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Последнее неравенство будет выполнено, если

4
a
bc

δ < , ( )( )4
4
az c p bε + < ,

где c(p) ≥ zδ при 0 < δ < 1 и фиксированном p.
При этом

( )2
12

4 4 2
a ac c p
b b

δ = δ + ε ≤ + < ,

что обеспечивает неравенство ( ) 0
kn kf x− > . Итак, утверждение (4) доказано.

Пусть Nk ≤ n < Nk+1, тогда
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )2
2 2

2 2

1
1 1

1 1

n
k k k

k kn
k k k

f x x x x
n n

x x xf x
− δ ϕ ϕ

≥ = − δ ≥ − δ
ϕ − δ ϕ ϕ − δϕ

и 
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )1 1

2 1 2 1 2
1

1 1 1
n

k
k kn

k

f x n
N N z nz

Nf x
− −

+ +
+

≥ − δ ⋅ = − δ ≥ − δ
ϕ

.

Рассмотрим событие

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1

1 1, , 1,2,
i

i i
f x

B x i
f x

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪ε = γ < ε =⎨ ⎬
ϕ⎪ ⎪⎩ ⎭

… .

Поскольку M│γi│ < ∞, то для произвольного ε > 0
( )1lim , 1

x
B x

→∞
ε = .

Обозначим

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

1

n

n

f x

n
f x

dtI x
t−

=
ϕ∫ .

Если γn > 0, то
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
1

1
n

n
n

n

f x I x
f x

−ϕ
< <

γϕ
.
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Далее, применив теорему о среднем и свойства функции φ(x), получим
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
1

11
n n

n
n n n nn

f x f x
A f x

f xf x

− −
−

−

ϕ ϕ
′= − ≤ γ ϕ ≤ γ

ϕ
.

Следовательно, на множестве B·B1 выполняется
( )1 1n

n

I x
− ε ≤ ≤

γ
.

Аналогично, если γn < 0, найдем
( )1 1n

n

I x
< < + ε

γ
на множестве B·B2 , где

( )
( ) ( )

( ) ( )( )2 2 , , , 0,1, 2,
n

n n n
f x

B B x n
f x

⎧ ⎫⎪ ⎪= ε = γ γ < ε =⎨ ⎬
ϕ⎪ ⎪⎩ ⎭

… .

Поэтому на множестве B1·B2·B имеем

( )
( )

( ) ( )1lim 1
nf x

n n x

dtB x
S t→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≤ + ε
⎜ ⎟ϕ
⎝ ⎠

∫

и ( )
( )

( ) ( )1lim 1
nf x

n n x

dtA x
S t→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≥ − ε
⎜ ⎟ϕ
⎝ ⎠

∫ .

Рассмотрим случайную величину
τ = τ(x, y) = min{n: f (n)(x) > y}

и события

( ) ( ) ( )( )lim n

n
С x f x

→∞
= = ∞ ,

( ) ( ){ }, ,С x y x y= τ < ∞ ,

( ) ( ) ( ),D x B x A xε = − < ε .
Для неотрицательных убывающих последовательностей {εk} и {δk}, таких, что

lim lim 0k kk k→∞ →∞
ε = δ = ,

найдутся числа xn > 0, для которых справедливо
P(D(εk, xk)) ≥ (1 – δk).

Поскольку C(x) ≤ C(x, y), то для любого ε > 0
P(D(εk, xk)) ≥ P(C(x))(1 – δk),

если εk < ε.
Поэтому для любого ε > 0 получаем

P(D(ε, x)) ≥ P(C(x)) → 1 при x → ∞.
В силу произвольности ε > 0, получим A(x) = B(x) на множестве C(x) и спра-

ведливость теоремы 1.
Доказательство теоремы 2 технически аналогично доказательству теоремы 1 и

опускается по причине громоздкости.
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