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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ÷àñòîò êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ìíî-
ãîöèëèíäðîâîãî äâèãàòåëÿ âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Êðèâîøèïíî-øàòóííûé ìåõàíèçì äâèãàòåëÿ çàìåíÿåòñÿ öèëèíäðè-
÷åñêèì âàëîì, íå èìåþùèì ìàññû, íà êîòîðûé íàñàæåíî íåñêîëüêî
äèñêîâ. Ìîìåíòû èíåðöèè ýòèõ óñëîâíûõ äèñêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç
òðåáîâàíèé, ÷òîáû äèñêè áûëè äèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ìàññàì
îòðåçêàì âàëà è ìàññàì ÷àñòåé, äâèæóùèõñÿ âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëü-
íî.

Ðàññìîòðèì âàë ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, íà êîòîðûé
íàñàæåíû n îäèíàêîâûõ äèñêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàâíûõ ðàññòîÿ-
íèÿõ äðóã îò äðóãà. Æåñòêîñòü íà êðó÷åíèå êàæäîé ÷àñòè âàëà
ìåæäó äâóìÿ äèñêàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíñòàíòîé c òàê, ÷òî åñëè
îòíîñèòåëüíîå óãëîâîå ñìåùåíèå äâóõ ñîñåäíèõ äèñêîâ ðàâíî θ, òî
ìîìåíò êðó÷åíèÿ ýòîé ÷àñòè âàëà ðàâåí cθ.

Ïóñòü θx - óãëîâîå ñìåùåíèå x-ãî äèñêà. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ ýòîãî äèñêà áóäåò

I · d2θx

dt2
= c(θx−1 − θx)− c(θx − θx+1).

Ïðåäïîëàãàÿ äâèæåíèå ãàðìîíè÷åñêèì ñ àìïëèòóäîé θ?
x è óãëîâîé

÷àñòîòîé ω, θx = θ?
x sinωt, ïîëó÷àåì

Iω2θ?
x + c(θ?

x−1 + θ?
x+1 − 2θ?

x) = 0,

èëè, îáîçíà÷àÿ α2 = Iω2

c ,

θ?
x−1 − (2− α2)θ?

x + θ?
x+1 = 0.(1)

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1) íå ïðèìåíèìî ê ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó
äèñêàì, íî ñïðàâåäëèâî äëÿ x = 2, 3, . . . , n − 1. Ïóñòü θ?

x = eλx,
ïîëó÷èì

e−λ − (2− α2) + eλ = 0

èëè

chλ = 1− α2

2
.

Çäåñü âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:



1. |α| < 2, |chλ| < 1 è λ - ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî. Åñëè λ = µ · i, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

θ?
x = Acosµx + Bsinµx;

2. |α| > 2; ïðè λ = µ+i·ν òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1) èìååò âèä

θ?
x = A(−1)xeµx + B(−1)xe−µx;

3. |α| = 2; óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå

θ?
x−1 − 2θ?

x + θ?
x+1 = 0,

÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè êîòîðîãî áóäóò (−1)x è (−1)xx.

ÏóñòüK0(ω) = K0 = I− k0
I0ω2 - äèíàìè÷åñêàÿ êîíñòàíòà óïðóãîñòè

âàëà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

lim
ω→ 0+0

K0 = 0,

lim
ω→ ω0−0

K0 = −∞,

lim
ω→ ω0+0

K0 = +∞,

lim
ω→ +∞

K0 = k0,

ãäå k0 - ñòàòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà óïðóãîñòè âàëà, ω0 =
(

k0
I0

)0,5

.

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (1)ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ñëó÷àé (1) óðàâíåíèÿ (1) äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè äëÿ A è B ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé

A

[
1 +

(
K0

c
− 1

)
cosµ

]
+ B

(
K0

c
− 1

)
sinµ = 0,

A

[
cosµ(n + 1) +

(
Kn+1

c
− 1

)
cosµn

]
+B

[
sinµ(n + 1) +

(
Kn+1

c
− 1

)
sinµn

]
= 0

è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sinµ(n+1)+
[(

K0

c
+

Kn+1

c

)
sinµn +

(
K0

c
− 1

) (
Kn+1

c
− 1

)
sinµ(n− 1)

]
= 0.



Äîïóñêàÿ, ÷òî âàë ïðîñòèðàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî îò 0 äî ∞ è ÷òî
êîíåö åãî â òî÷êå x = 0 ñîâåðøàåò óãëîâûå êîëåáàíèÿ, êîëåáëÿñü
ïî çàêîíó θ0 = θ? sinωt, òîãäà, ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî âñå äèñêè
êîëåáëþòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω, íî ñ íåèçâåñòíûìè àìïëèòóäàìè è ôàçàìè,
äëÿ óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ x-ãî äèñêà ïîëó÷èì

θx = θ?
x sinωt + θ??

x cos ωt.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (1), ìîæíî óñòà-
íîâèòü, ÷òî âåëè÷èíû θ?

x è θ??
x îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-

íèþ

θ?
x−1 − (2− α2)θ?

x + θ?
x+1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé (1) âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì áåãóùåé âîë-
íû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðîé ðàâíà

ω = 2l

√
c

I
·
sinµ

2

µ
,

ãäå l - ðàññòîÿíèå ìåæäó äèñêàìè âàëà.
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